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Аннотация. С использованием самых современных методов усреднения получены корректные мате­
матические модели вытеснения нефти водой в упругих горных породах на макроскопическом уровне с учетом 
и без учета поверхностного натяжения на границе контакта воды и нефти. Все полученные математические 
модели основываются на классических уравнениях механики сплошных сред.
Resume. By using the most modern methods of homogenization were obtained the correct mathematical 
model of oil-by-water displacement in elastic rocks at the microscopic level with and without the surface tension at 
the interface of water and oil. All received mathematical models based on the classical equations of continuum me­
chanics.
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В в е д е н и е
Н есм отря на то, что  н а  текущ ий м ом ен т  сущ ествует р яд  м атем атических м оделей  оп и сан и я  
процесса ж идкостно-структурного взаим одействия, все ещ е требуется их уточнение.
Т ак часто рассм атриваю тся м атем атические м одели , описы ваю щ ие совм естное д ви ж ен и е не- 
см еш иваю щ ихся ж и дкостей  в пористой  среде с пом ощ ью  закон а  Д арси . Среди таких  м оделей  
н аи более п равдоподобн ой  считается зад ача  М аскета [6 ] . О на опи сы вает ф и льтрац и ю  двух несм е- 
ш иваю щ ихся несж и м аем ы х ж и дкостей  р азл и ч н о й  вязкости  и  плотности  в области  , состоящ ей из 
П  +( t)  и  П  _ ( t), и  некоторой  н еи звестной  (свободной) гран и ц ы  Г( t) . Д ви ж ен и е первой  ж и дкости  в 
П  + ( t)  с п остоянной  вязкостью  (U + и  постоянной  плотностью  р  + опи сы вается систем ой ф и л ьтр ац и и
v + =  ^ (  -  Vp + +  р+g), V • v + =  0 , х £  П +(t), t  >  0 , (1)
д л я  м акроскопической  скорости и  м акроскопического  д авл ен и я  первой  ж идкости . 
Соответственно, д ви ж ен и е второй ж и дкости  в области  ( ) с п остоянной  вязкостью  и 
плотностью  м ож н о описать похож ей систем ой
р =  р х £  S1, t  >  0, (6)
v -  =  j p ( —Vp -  +  р-  g), V • v -  =  0 , х £ П - (t), t  >  0 , (2)
д л я  м акроскопической  скрости и  давл ен и я  второй  ж идкости .
Н а общ ей свободной гран и ц е ( ) ( ) ( ) д авлен и е и  н орм альн ы е скорости н еп р е­
ры вны :
( ) (3)
( ) (4)
где есть еди н и ч н ы й  н о р м ал ьн ы й  вектор  к гран и ц е ( ) в точке ( ) а -  н о р м ал ьн ая  скорость 
к границ е ( ) в точке ( ).
П редп олож и м  д л я  упрощ ения, что область П и м еет  ф орм у прям оугольн и ка *—L <  х х <
L, — L <  х2 <  L+. Тогда зад ач а  доп олн яется  н ач альн ы м и  и  гр ан и ч н ы м и  условям и
(5)
где S0 =  {х:хх =  1  L+, 
где S1 =  {х: х2 =  1  L+, р 1 =  const,
Г(0) =  Го. (7)
Зад ачу  легко  сф орм улировать, но почти  невозм ож н о реш и ть  и  очен ь м ал о  и звестно о к л а с ­
сических и  о слабы х реш ен иях . Есть только  несколько  результатов по классической  разреш и м ости  
л окальн ой  во врем ен и  и л и  глобальной  во врем ени , но н ет  абсолю тно н и какого  результата по с л а ­
бой р азреш и м ости  (см. [7 ] , [8 ], [9 ]).
В отли чи е от м одели  М аскета, теоретически е вопросы  и  чи слен н ая  р еал и зац и я  м одели  Б ак- 
ли-Л еверетта  [10 ] разви ты  очен ь хорош о, [12]. Структура этой  м одели  более слож ная. О на не св я ­
зан а  с гран и ц ей  р азд ел а  двух ж и дкостей  и  содерж ит м нож ество  констант и  ф ункц ий , требую щ их 
эксперим ентальны х определен ий . В простейш ем  вари ан те м одель постулирует следую щ ие закон ы  
Д арси  д л я  скорости и  д авл ен и я  ж и дкостей  ( и  соответственно):
v + =  (—VP + +  Р+g^ v “ =  ^  (—VP “ +  Р “ g) (8)
и  у равн ен и я  неразры вн ости
— +  V • v + =  0 , —-  +  V ^v -  =  0 (9)
a t a t  v J
п ри  . Здесь -  это кон ц ен трац и я  и н трузи вн ой  ж идкости .
О пи сан ная систем а зам ы кается  уравн ен и ем  состоян ия
p + — p -  =  pc(s) , у £ П, t  >  0 . (10)
С оответствую щ ие ф азовы е прон ицаем ости  , и  кап и л л яр н о е  д авлен и е ( ) необходимо 
определить эксп ери м ен тальн о  из доп олн и тельн ы х  соображ ений . У равн ен и я  (8 )-(1 0 )  носят ф ен о ­
м ен ологи чески й  характер , так  как не получены  строго из п ри н яты х  ф и зи ч ески х  законов. Более 
того, последн яя  п у бли кац и я  [13] п оказы вает, что искусственная д и ф ф у зи я  за  счет кап и л л яр н о го  
д авл ен и я  предп олагает  м и грац и ю  второй ж и дкости  п роти в  потока первой . Эти ф акты  вы зы ваю т 
больш ие сом н ен и я  в п ри м ен им ости  м одели  Б аклея-Л еверетта.
Р. Б арри дж , Д ж . Б. ^ л л е р  [2] и  Е. С ан чез-П ален сиа [3]б ы ли  первы м и , кто п оказал , что м а ­
тем атические м одели  д л я  ф и л ьтр ац и и  и  акустики  до лж н ы  бы ть получены , строго опи раясь на 
м икроструктуру среды .
Д л я  этого нужно:
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1. описать ф и зи ч ески й  процесс на м икроскопи ческом  уровне;
2. определить весь набор м алы х  парам етров;
3. вы вести  м акроскопическую  м одель как  асим птотический  п редел  м икроскопи ческой .
Р азли чн ы е частны е случаи  точн ы х м оделей  ф и л ьтр ац и и  и  сейсм оакустики ин тен си вно  
исследовались м н оги м и  авторам и: Н гуетсенг [14], Б ью кенен , Гилберт [10], Л еви  [15]. Н аиболее 
подробно таки е точн ы е м одели  б ы ли  изучен ы  М ейрм ановы м  [16]- [19]. Он п ред лож и л  иную  
м оди ф и кац и ю  м одели  М аскета, к ак  асим птотический  п редел  соответствую щ ей кр аево й  зад ач и  на 
м икроскопи ческом  уровне д л я  двух несм еш иваю щ ихся несж и м аем ы х ж и дкостей  в порах упругого 
тела.
Эта схема р еал и зо ван а  д л я  спец и альн ой  двум ерн ой  геом етрии, когда поровое пространство 
явл яется  объедин ением  непересекаю щ ихся п рям оугольны х к а п и л л яр о в  в абсолю тно твердом  
скелет. Х орош о и звестно [1] , что  систем а ф и л ьтр ац и и  Д арси  -  это строгое усреднение у равн ен и я  
системы  уравн ен и й  Стокса. Т аки м  образом , м ож н о ож идать, что строгое усреднение 
соответствую щ ей краевой  зад ач и  д л я  двух р азл и ч н ы х  вязки х  ж и дкостей  п ри ведет к  задаче 
М аскета. Т ак  и  есть, ф о р м ал ьн ы й  п редел  этой  м икроскопи ческой  м одели  есть зад ач а  М аскета ( 6 ) .
Д алее м ы  п редлагаем  точную  м атем атическую  м одель совм естного д ви ж ен и я  двух 
ж и дкостей  и  упругого тела н а  м икроскопи ческом  уровне, которая , путем  усреднения, п ри ведет к  
усредн енной м одели  ф и л ьтр ац и и  ж идкости .
М и к р о с к о п и ч е с к а я  м а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь  д в и ж е н и я  д в у х  н е с м е ш и в а ю щ и х с я  
н е с ж и м а е м ы х  ж и д к о с т е й  б е з  у ч е т а  п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е н и я  н а  с в о б о д н о й  г р а н и ц е
П ри совм естной ф и л ьтр ац и и  двух р азл и ч н ы х  несм еш иваю щ ихся несж и м аем ы х ж и дкостей  в 
упругом  скелете естественно отталки ваться  от аналогичного  процесса в абсолю тно твердом  скелете 
[4 ] . А им енн о , если  в н ач альн ы й  м ом ент врем ен и  он и  б ы ли  р азд ел ен ы  гран и ц ей  Г0 =  Г( 0 ), то  и  в 
последую щ ие м ом енты  врем ен и  ж и дкости  будут разд елен ы  и зм ен яем о й  во врем ен и  н еи звестной  
гран и ц ей  Г( t) . К ак и  в случае абсолю тно твердого скелета, на гран и ц е р азд ел а  двух ж и дкостей  ско ­
рости  ж и дкостей  и  их н орм альн ы е н ап р яж ен и я  будут н еп реры вн ы . П ри  этом  сам а свободная гр а ­
н и ц а  явл яется  м атери альн ой  поверхностью . То есть во  все вр ем я  д ви ж ен и я  она состоит и з  одних и  
тех ж е частиц.
Пусть и  соответственно область зан я тая  поровы м  пространством  и  тверды м  скелетом  и  
( ) и  ( ) есть подобласти  , зан яты е соответственно более плотн ой  и  м енее плотн ой  ж и д к о ­
стью.
Е сли ц+ , р f  и  ц- , р -  соответственно вязкость и  плотность воды  и  неф ти , то  д ви ж ен и е ж и д к о ­
стей в областях ( ) опи сы вается систем ой уравн ен и й  Стокса
д л я  скорости ж и дкостей  и  д авл ен и я  .
Н а свободной гран и ц е ( ) н еп реры вн ы  скорости ж и дкостей  и  н орм альн ы е н ап р яж ен и я
V • ( D (x,v f ) — p f  I ) +  р f  F =  0 ,
V • v± =  0
(11)
(12)
(13)
( ( ) ) ( ( ) ) (14)
где - вектор  н о р м ал и  к свободной границе.
Условие м атери альн ости  гран и ц ы  р азд ел а  ( ) п озволяет  рассм атривать совм естное д в и ж е­
ние двух ж и дкостей  к ак  д ви ж ен и е одной  н еоднородной  ж и дкости  с п ерем ен н ой  плотностью  и  в я з ­
костью , которы е не и зм ен яю тся  вдоль траектори й  частиц . Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е у равн ен и я  такого 
дви ж ен и я  им ею т вид
V • ( a ц Ш (х^) — р f II ) +  р f F =  0 , (15)
V • v =  0, (16)
^ E ^  +  v - V a  = 0, ^ = 0, (17)
d t a t  d t v J
аД х, 0) =  a ^ i в П*( 0), (18)
( ) ( ) (19)
где , , в .
В твердом  скелете перем ещ ен ие среды  описы ваю тся у равн ен и ям и  Л ам е
V - ( a x ГО(х, w s) — p s I ) +  р s F =  0 , (20)
V • w s =  0 . (21) 
Н а гран и ц е S «тверды й скел ет -п о р о во е  пространство» вы п олн ен ы  обы чны е условия н еп р е­
ры вности  вектора скорости  сплош ной  среды  и  н орм альны х н ап р яж ен и й
dws
^ T  =  v, (22)
(a^ ГО(х^<;) — р s I) • n =  (a^ Ш (х^) — pf I) • n. (23)
Д ан н ая  постановка явл яется  обобщ енной , поскольку она п о зво л яет  запи сать  уравнени й  
дви ж ен и я  в виде и н тегральн ы х тож деств, которы е не вклю чаю т п он яти е  свободной гран и ц ы  
(гран и ц ы  разд ела) м еж ду  двум я ж и дкостям и.
В сам ом  деле, достаточно определить и  как
dw f
=  v, w  =  w f в flf, w  =  w s в fls,
ум нож ить у равн ен и я  (15) и  (20) на прои звольную  гладкую  ф ункцию  и  прои нтегри ровать  резу л ь­
тат по частям  соответственно по и  и  п олученны й результат слож ить:
/п ( (x 8a^ О ( х , ^ )  +  (1 — x0)a^ Ш)(х, w ) — р I )  : Ш(х, ф) — рF • ср )  сСх =  0 . (24)
Здесь р =  pf X0 +  Р s(1 — X0), р =  pf X0 +  р s( 1 — X0). И н тегралы  по границ е S «тверды й скелет- 
поровое пространство» п роп али  в силу краевы х условий  (22) и  (23).
Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ая  ф орм а у равн ен и я  (24) им еет вид
V • (X0a  |х Ш (х ,^ )  +  (1 — X0) a x Ш(х, w ) — р I) +  р F =  0. (25)
У равнение д ви ж ен и я  (25) доп олн яется  уравнени ем  неразры вности
V • w  =  0 , (26)
которое очеви дн ы м  образом  следует и з  (16) и  (21), и  тран сп ортн ы м и  уравн ен и ям и
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da.
-  =  0, a^fc, 0) =  a ^ i в П *(0), a ^ ,  0) =  0 в fls, (27)
^ = 0 ,  р(х, 0 ) =  р|т в П1 (0 ), р(х, 0 ) =  р s в П .  (28)
И м енно такое представлени е уравн ен и й  д ви ж ен и я  делает  возм ож н ы м  усреднение 
(предельн ы й  переход) п р и  стрем лени и  м алого  п арам етра  к нулю.
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М и к р о с к о п и ч е с к а я  м а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь  д в и ж е н и я  д в у х  н е с м е ш и в а ю щ и х с я  
н е с ж и м а е м ы х  ж и д к о с т е й  с  у ч е т о м  п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е н и я  н а  с в о б о д н о й  г р а н и ц е
К лассическая постановка д ви ж ен и я  двух несм еш иваю щ ихся несж и м аем ы х вязки х  
ж и дкостей  с учетом  поверхностного н атяж ен и я  предп олагает  н ал и ч и е  свободной границ ы  
(границ ы  разд ел а), отделяю щ ей эти  ж идкости . Н а свободной гран и ц е скорости  ж и дкостей  
неп реры вн ы  (совпадаю т), а скачок норм альн ы х  н ап р яж ен и й  п роп орц и он ален  кр и ви зн е  свободной 
границ ы . И м енно в такой  постановке вы вод усредненны х (при ближ енны х) уравнени й  
невозм ож ен , поскольку н ам  не неи звестны  как и е-ли б о  результаты  об экви вален тн ой  зап и си  этой 
зад ач и  в ф орм е соответствую щ их и н тегральн ы х уравнени й, не вклю чаю щ и х п он ятие границ ы  
р азд ел а  двух ж и дкостей  (свободной границ ы ). А н аш  м етод  вы вода м акроскопических  уравнени й  
основан  и м ен н о  на экви вален тн ой  ф орм ули ровке зад ач и  в виде и н тегральн ы х  уравнений.
С другой стороны , есть работы  (см. н ап р и м ер  [19]) в которы х показы вается , что исходную  з а ­
дачу  со свободной гран и ц ей  м ож н о апп роксим ировать сем ейством  зад ач  зави сящ и х  от м алого  п а ­
р ам етра (п ри бли ж ен и е ф азового  поля) не содерж ащ и х п он яти я  гран и ц ы  р азд ел а  ж идкостей , так  
что п р и  стрем лен и и  этого парам етра к  нулю  соответствую щ ие реш ен и я  сходятся к  реш ен и ю  и с ­
ходной задачи . Соответствую щ ие уравн ен и я  ф азового  п о л я  им ею т достаточно слож ную  структуру. 
Д ля  наш и х ц елей  эту систем у м ож но упростить до одного транспортного  уравнени я. А им енно, 
вводится ф азо вая  ф ун кц и я  , такая  что
^ = 0  , <р 5(х, 0 ) =  Ф 0(х). (29)
В ы бором  достаточно гладкой  н ачальн ой  ф ун кц и и  р  0 м ож н о  добиться того, чтобы  — 1 <  р  5 < 
, п р и  ( ( )) в и  п ри  ( ( )) в . М ы не обсуж даем  зн ач ен и я
н ачальн ой  ф ун кц и и  в твердом  скелете , поскольку  это не так  важ н о  и  не вл и яет  н а  кон ечн ы й  
результат.
Т аки м  образом  соответствую щ ая ап п рокси м ац и я  уравнени й  д ви ж ен и я  и м еет  следую щ ий
вид
V • (Xе (ац D ( x , ^ )  +  5оРо) +  ( 1 — ХЕ)%  Ш>(х, w) — p I ) +  р F =  0, (30)
где - ко эф ф и ц и ен т  поверхностного н атяж ен и я,
Р0 = |Vcp6|2II-Vcp6 (g)Vcp6,
1 + ф6 1 — ф6
а  ц =  а  ц+(— 2— ) +  а  ц_(— 2— ^
1 1 + ф8 1 — ф6
р =  р s( 1 — Xе) +  Xе( р f ( 2"""-) +  р - (“ ^ ) ) .
Эти уравнени я, д оп олн ен н ы е транспортны м  уравн ен и ем  (29) д л я  ф азо во й  ф ун кц и и  и 
уравнени ем  неразры вн ости
V • w  =  0, (31)
описы ваю т ф и зи ческое п ри бли ж ен и е  д ви ж ен и я  двух р азл и ч н ы х  несм еш иваю щ ихся несж и м аем ы х 
ж и дкостей  с гран и ц ей  раздела, н а  которой  присутствует поверхностное н атяж ени е.
Ф орм альны й предел  п ри  5 — 0 согласно [19] п ри води т к  п оявлен и ю  свободной гр ан и ц ы  r ( t) ,  
разд еляю щ ей  области ( ) и  ( ) в , зан яты е соответственно первой  и  второй  ж идкостью , в
которы х скорости v 1 и  д авл ен и я  р 1 удовлетворяю т у равн ен и ям  (11) и  (12) и  краевы м  условиям  (13) 
и
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Здесь -вектор еди н и чн ой  н орм али  к поверхности  ( ), -коэф ф и ц и ен т поверхностного 
н атяж ен и я  и  и  -главн ы е радиусы  к р и ви зн ы  поверхности ( ). Будем  счи тать , ,
п олож ительн ы м , если  норм аль к поверхности  совпадает с норм алью  к кри вой , л еж ащ ей  на 
пересечен ии  поверхности  и  соответствую щ его норм ального  сечения. Грубо говоря, если  
поверхность вы пуклая, и  вода находится под  этой  поверхностью  (локально), то  радиусы  кр и ви зн ы  
полож ительн ы .
В области  п ерем ещ ен и я упругого скелета и  д авлен и е удовлетворяю т уравн ен и ям  
Л ам е (20) и  (21), а на гран и ц е S р азд ел а  «поровое п ростран ство-уп руги й  скелет» вы п олн ен ы  
условия (22) и  (23).
Т аким  образом , единственное отли чи е сф орм ули рован н ой  зад ач и  (11)-(13), (20)-(23), (32) о 
вы тесн ении  н еф ти  водой  в упругом  твердом  скелете с учетом  поверхностного н атяж ен и я  на 
границ е р азд ел а  ж и дкостей  от ан алоги чн ой  зад ач и  (11)-(14), (20)-(23), в которой  не учиты вается 
поверхностное натяж ен и е на гран и ц е разд ела , заклю чается  в краевом  условии (32), которое п ри  
отсутствии поверхностного н атяж ен и я  (а  =  0 ) совпадает с краевы м  условием  (14).
В настоящ ей  работе п р о ан ал и зи р о ван ы  подходы  к  описанию  совм естного д ви ж ен и я  ж и д к о ­
стей и  упругого скелета грунта, как  на м и кроскопи ческом , так и  на м акроскопическом  уровнях. 
О пираясь на постулаты  о строгом  о п и сан и и  рассм атриваем ы х ф и зи чески х  процессов, предлож ены  
м икроскопи чески е м атем атические м одели  ф и л ьтр ац и и  ж и дкостей  как без учета сил  поверхност­
ного н атяж ен и я, т ак  и  без них. О снову этих м оделей  составляю т у равн ен и я  Стокса вязко й  ж и д к о ­
сти. П ри  этом  сам и  у равн ен и я  м огут бы ть к ак  стац ионарн ы м и , так  и  н естацион арны м и, и  о п и сы ­
вать как  сж имаем ую , так  и  несж им аем ую  ж идкость. О тличие этих м оделей  только  в одном  условии 
на свободной поверхности. В одной  м одели  предел  н орм альны х н ап р яж ен и й  на этой  гран и ц е со 
стороны  воды  равен  пределу  н орм альны х н ап р яж ен и й  со стороны  неф ти . В другой м одели  р а з ­
ность пределов н орм альны х н ап р яж ен и й  в д ан н о й  точке проп орц и он альн а средней  кр и ви зн е  сво ­
бодной гран и ц ы  в этой  точке.
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